MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2024 MOZAIK KIADO

1. Halmazok, halmazmiiveletek.
Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben

Vazlat:

1. Halmazok, részhalmazok
n elemd halmaz részhalmazainak szdma
II. Halmazmfveletek (komplementer, unid, metszet, kiilonbség), miiveletek tulajdonsagai
III. Nevezetes ponthalmazok: kor (gomb), parhuzamos egyenespér (hengerfeliilet), szakaszfelezd
merdleges egyenes (sik), kozépparhuzamos, szogfelezs, parabola
IV. Egyéb ponthalmazok: 3 ponttdl, illetve 3 egyenestSl egyenld tavolagra 1évé pontok, laté-
koriv
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Halmazok, részhalmazok

A halmaz és a halmaz eleme alapfogalom, ezeket a kifejezéseket nem definidljuk. De a halmaz
megadasanak szigord kovetelménye van: egy halmazt Ggy kell megadnunk, hogy minden széba
johet6 dologrol egyértelmiien eldonthetd legyen, hogy az adott halmazhoz tartozik, vagy sem.

A halmazokat nyomtatott nagybetiivel, a halmaz elemeit kisbettivel jeloljiik a kovetkezé médon:

A ={a; b; c}, ebben az esetben a €A, x ¢ A.

Halmaz megadasi mddjai:
¢ Elemeinek felsorolasaval: A = {0; 2; 4; 6}
* Az elemeit egyértelmiien meghatdrozé utasitdssal: B = {egyjegy( paratlan szdmok}
« Szimb6lumokkal: A = {x| x> —x—6=0}, B = {x|x?>9}
* Venn-diagrammal:

DEFINICIO: Két halmaz egyenld, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazzak.

DEFINICIO: Az elem nélkiili halmazt iires halmaznak nevezziik.
Jele: { } vagy &.

DEFINICIO: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is eleme.
Jele: A C B.

DEFINICIO: Az A halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak, ha A részhalmaza a B-nek, de nem
egyenl§ vele.
Jele: A  B.

Tulajdonséagok:
¢ Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza: & c A.
* Minden halmaz 6nmaga részhalmaza: A C A.
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e HaAc Bés B cCA, akkor A = B.
e HHAcBésBc C,akkor A c C.

TETEL: Az n elemii halmaz osszes részhalmazainak szama: 2" (n eIN).

BIZONYITAS I.: A bizonyitast teljes indukcidval végezziik, amelynek 1ényege, hogy el§szor belat-
juk egy konkrét n esetére az allitast, majd azt mutatjuk meg, ha az éllitds igaz egy tetszSleges
n-re, akkor igaz az 6t kovetS (n + 1)-re is, azaz bizonyitjuk az éllitas 6roklGdését.

Az iires halmaznak egyetlen részhalmaza van: 6nmaga (2° = 1).

Egy egyelemii halmaznak 2 részhalmaza van: az iires halmaz és 6nmaga (2! = 2).

Egy kételeml halmaznak 4 részhalmaza van: az iires halmaz, 2 egyelemii halmaz és 6nmaga
(22=4).

Tegyiik fel, hogy egy k elemti halmaznak 2* db részhalmaza van. Bizonyitani kell, hogy ez
oroklédik, vagyis egy (k + 1) elemti halmaznak 2¢* ! db részhalmaza van.

Tekintsiik az el§bbi k elemd halmazt. Ekkor ha az eddigi elemek mellé egy (k + 1)-edik ele-
met tesziink a halmazba, akkor ezzel megkétszerezziik a lehetséges részhalmazok szamat, hi-
szen az Uj elemet vagy kivélasztjuk az eddigi részhalmazokba, vagy nem. Vagyis a (k+ 1)
elemd halmaz részhalmazainak szama 2 - 2€ = 2+ 1 amit bizonyitani kivantunk.

n

BIZONYITAS IL.: Az n elemd halmaznak (0

) db 0 elemd, (’fj db 1 elemd, (gj db 2 elem, ...
(n’i 1) db n — 1 elemd, (Z) db n elemi részhalmaza van, mert n elembdl k db-ot kivalasztani

(Z) -féleképpen lehet.

¢ .« c . . (n n n n n
Igy az Osszes részhalmazok szdma: (0) + (1) + (2) +..+ (n . 1) + (n) .

Vizsgaljuk meg 2" -t:

on =(1+1)” :(8).10 qn +(’11).11 -1 +(g).]2 -2 +"'+(n’11)'1n_1 .11+(”2j.1n10, ami

L (n n n n n . ot .
egyenld (Oj + ( 1) + (2) +..+ (n . J + (nj -nel a binomidlis tétel miatt.

II. Halmazmiiveletek

DEFINICIO: Azt a halmazt, amelynek a vizsgdlt halmazok részhalmazai, alaphalmaznak vagy
univerzumnak nevezziik. Jele: U vagy H.

DEFINICIO: Egy A halmaz komplementer halmazanak az alaphalmaz azon elemeinek halmazat
nevezziik, amelyek az A halmaznak nem elemei. Jele: A . (Fontos tulajdonsag: A=A)

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz unidja vagy egyesitése mindazon elemek halmaza, amelyek
legalabb az egyik halmaznak elemei. Jele: L.

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz metszete vagy kozos része pontosan azoknak az elemeknek
a halmaza, amelyek mindegyik halmaznak elemei. Jele: M.

DEFINICIO: Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik, vagyis a metszetiik iires halmaz.
ANB=0.
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DEFINICIO: Az A és B halmaz kiilonbsége az A halmaz mindazon elemeinek halmaza, amelyek
a B halmaznak nem elemei. Jele: A\ B.

0 U U
(8] u
t ¢
Komplementer halmaz Két halmaz uniéja Két halmaz metszete

OO0 @

Diszjunkt halmazok A és B halmaz A \ B kiilonbsége

Halmazmiiveletek tulajdonsagai

Kommutativ _ _
(felcserélhetd) AVB=BUA ANB=BNA
Asszociativ _ _
(T ) AuB)uC=AuBUO ANB)NC=AnNnBNO
Disztributiv _ _
(széttagolhatd) AUBNO=AUBNAUVC) | AnBUCO=(ANnB)UANO
De Morgan-azonos- ACB=AnB é ANB-=AUB
sagok
Tovabbi azonossa- AUuT=A ANG=Y
gok AUA=A ANA=A
AUA=U AN A=0
AulU=U ANnU=A
A=A

II1. Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek a sik egy adott O pontjatdl adott
r tavolsagra vannak, egy O kozéppontu, r sugard kor.

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek a tér adott O pontjatél adott r ta-
volsagra vannak, egy O kézéppontd, r sugard gomb.

DEFINICIO: Adott egyenestdl adott tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikon az egyenessel parhu-
Zamos egyenespar.

2.z

DEFINICIO: Adott egyenestdl adott tavolsdgra 1évé pontok halmaza a térben olyan hengerfeliilet,
amelynek tengelye az adott egyenes.
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DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tdvolsagra 1évé pontok halmaza a sikban a szakasz felez6merdle-
ges egyenese.

iy

DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tavolsdgra 1évé pontok halmaza a térben a szakasz felezGmerdle-

ges sikja.
—8
/
A

DEFINICIO: Két parhuzamos egyenest§l egyenld tdvolsagra 1évs pontok halmaza a sikban olyan
egyenes, amely a két adott egyenessel parhuzamos és tavolsagukat felezi (kozépparhuza-
mos).

DEFINICIO: Két metsz$ egyenestdl egyenl§ tdvolsdgra 16évS pontok halmaza az éltaluk bezért szo-
gek szogfelezo egyenesei. Két ilyen egyenes van, ezek merGlegesek egymasra.

z.o 2z

DEFINICIO: Egy egyenestdl és egy rajta kiviil 1évS pontt6l egyenld tdvolsagra 1évd pontok halmaza
a sikon: a parabola.
Az adott F pont a parabola fékuszpontja, az adott v egyenes a parabola vezéregyenese
(direktrixe), a pont és az egyenes tdvolsdga a parabola paramétere.
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IV. Egyéb ponthalmazok

TETEL: Hdarom adott ponttdl egyenld tavolsdgra 1évé pontok halmaza a sikon egy pont (ha a 3 pont
nem esik egy egyenesre), vagy iires halmaz (ha a 3 pont egy egyenesre esik).

TETEL: A hdaromszog hdrom oldalfelezG merGlegese egy pontban metszi egymast.

BIZONYITAS: Tekintsiik az ABC haromszog AB és BC oldaldnak oldalfelezd merGlegesét. Ezek az
egyenesek metszik egymadst, mert a haromszodg oldalai nem lehetnek parhuzamosak egymas-
sal. Jeloljiik a két oldalfelezd merSleges metszéspontjat M-mel. Ekkor M pont egyenld tavol-
sdgra van A és B csticsoktdl (mert M illeszkedik AB szakaszfelezd merSlegesére), illetve B és
C csucsoktol (mert M illeszkedik BC szakaszfelezd merSlegesére). EbbGl kovetkezik, hogy
M egyenl§ tavolsagra van A és C csucsoktol, tehat M-en dthalad AC oldalfelezd merGlegese.
Tehat a harom oldalfelezd merGleges egy pontban metszi egymast.

c

TETEL: A hdromszog oldalfelezG merGlegeseinek metszéspontja a haromszog koré irt kor ko-
zéppontja.

BIZONYITAS: Az elGbbi bizonyitds szerint M egyenld tdvolsdgra van A-t6l, B-t6l és C-t6l. Legyen
ez a tavolsdg MA = MB = MC =r. Ekkor A, B és C pontok r tdvolsdgra vannak M-t6l, azaz
illeszkednek egy M kozéppontd, r sugari korre.

A haromszog koré irt kor kozéppontja hegyesszogli haromszog esetén a haromszogon beliil, derék-
sz0gli haromszog esetén az atfogd felezGpontjaba, tompaszogi haromszog esetén a hdromszogon

N Y
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TETEL: Harom adott pontt6l egyenld tavolsagra 1évS pontok halmaza a térben egy olyan egyenes,
amely 4thalad a harom pont mint haromszog koré irhaté kor koézéppontjan, és merdleges
a 3 pont sikjara (ha a 3 pont nem esik egy egyenesbe), vagy iires halmaz (ha a 3 pont egy
egyenesbe esik).

TETEL: Hérom egyenestSl egyenld tavolsagra 16vS pontok halmaza a sikon:
* Ha a 3 egyenes parhuzamos, akkor {ires halmaz.
* Ha 2 egyenes parhuzamos (e || f), egy pedig metszi Sket (g), akkor a 2 parhuzamos egye-
nes kozépparhuzamosén két olyan pont, amelyek illeszkednek két metsz6 egyenes (pl. e és
g) szogfelezdire.

* Ha a 3 egyenes 3 kiilonb6z6 pontban metszi egymdst, akkor szdgfelezd egyeneseik met-
széspontjai. 4 ilyen pont van, az egyik a haromszog beirt korének, 3 pedig a haromszog
hozzairt koreinek k6zéppontja.

* Ha a 3 egyenes egy pontban metszi egymdst, akkor egyetlen pont, a 3 egyenes metszés-
pontja.
f g
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DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekbdl egy adott szakasz adott o szog-

ben (0° < o< 180°) latszik két, a szakasz egyenesére szimmetrikusan elhelyezked$ koriv
(latokorivek).

[

o= 90°

0<a<90° 90°< o < 180°

V. Alkalmazasok

Biol6gidban a rendszertan, kémidban a periddusos rendszerbeli csoportositds is halmazel-
méleti fogalmak. Miveletek: melyik csoport melyiknek részhalmaza?

Vércsoport szerint az emberek kiilonb6zd halmazokba sorolhaték. Miveletek: ki kinek adhat
vért?

Eurépa orszagai hivatalos nyelviik alapjan halmazokba sorolhaték. Miveletek: melyik or-
szagban hivatalos nyelv az angol vagy a német?

Az érettségin a nem kotelezd targyak vélasztdsa szerint is halmazokba sorolhatdk a vizsga-
z6k. Miveletek: ki vizsgazik kémidbdl és biologiabdl is?

A fiiggvényekkel kapcsolatban is haszndljuk a halmazokat (értelmezési tartomdny, érték-
készlet).

Egyenletek értelmezési tartomdnyénak vizsgalatakor szdmhalmazok metszetét képezziik.

A koordinita-geometridban a kor, a parabola egyenletének felirdsakor az adott gérbe defini-
ciéjat hasznéljuk fel.

Létokorivek: egy téglalap egyik oldala a szomszédos oldal mely pontjabdl latszik a legna-
gyobb szdgben (szinhdz, sportpdlya).

Szerkesztési feladatokban: haromszog szerkesztése egy oldal, a vele szemkozti szog és az ol-
dalhoz tartoz6 magassag ismeretében, vagy adott egy pont és egy egyenes, szerkessziik meg
az egyenest érintd, a ponton athaladd, adott sugarud koroket.

Parabolaantenndk.

Két tanya kozos postaladat kap az orszagit mentén. Hova helyezzék, hogy mindkét tanyatol
egyenld tdvolsdgra legyen?

pe

P at
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A halmazok szemléltetésére el6szor Euler (1707-1783) német matematikus hasznalt koroket.
Az 6 jelolésrendszerét finomitotta késébb Venn (1834-1923) angol matematikus, ez a jelo-
1és terjedt el, amit Venn-diagramnak neveziink.

* A halmazelmélet megteremtése Cantor (1845-1918) német matematikushoz fiizédik. Kor-
tarsai tobbsége nem értette meg a végtelen halmazok szamossdgaval kapcsolatos gondolatait:
a természetes szamok halmaza valodi részhalmaza a racionalis szamok halmazanak, szamos-
saguk mégis egyenld. Meghatdrozdsa szerint két halmaz egyenld szamossigu, ha elemeik
kozott kolcsonosen egyértelm( hozzarendelés 1étesithets. Hozza fliz6dik a megszamlalhatod
halmazok fogalma. A réla elnevezett Cantor-féle atlos eljardssal bizonyitotta, hogy a valos

szdmok nem megszdmlalhatdak.
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