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2. Racionalis és irracionalis szamok.
Miiveletek a racionalis és irracionalis szamok halmazan.
Kozonséges és tizedes tortek. Halmazok szamossaga

Vazlat:

I. Szdmhalmazok: természetes, egész, raciondlis, irraciondlis, valds szdmok, ezek zartsdga

II. Miveletek a raciondlis szimok halmazén

III. Miveletek az irraciondlis szdmok halmazan

IV. Miveleti tulajdonsdgok: kommutativitds, asszociativitds, disztributivitds

V. Kozonséges és tizedes tortek

VI. Halmazok szdmossiga: véges, végtelen (megszdmldlhat6an, illetve nem megszamlalhat6an

végtelen) halmazok

VII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

1. Szamhalmazok

DEFINICIO: A természetes szamok halmaza (IN) a pozitiv egész szamokbdl és a 0-bdl 4ll.
A természetes szamok halmaza zart az Gsszeadasra és a szorzdsra nézve, azaz barmely két
természetes szam Osszege és szorzata természetes szam. Ugyanakkor a kivonds és az osztas
mdr nem végezhets el ezen a halmazon beliil, ezek a miveletek , kimutatnak™ a halmazbdl.
Pl. 3 — x =5 egyenlet megoldasa.

DEFINICIO: Az egész szamok halmaza (Z) a természetes szamokbdl és azok ellentettjeibdl 4ll.
Az egész szdmok halmaza az 6sszeaddson és a szorzdson kiviil a kivondsra nézve is zart,
ugyanakkor az osztds kimutathat a halmazbdl. Pl. 2x + 3 = 4 egyenlet megoldésa.

DEFINICIO: A racionalis szamok halmaza (Q) azokbdl a szamokbdl dll, amelyek felirhaték két
egész szdm hanyadosaként, azaz % alakban, ahol a, b €Z, b #0.

A raciondlis szdmok halmaza mind a 4 alapmiveletre zart (osztdsra, ha az oszté nem 0), de
itt is taldlunk olyan egyenletet, amelynek nincs megoldasa ezen a halmazon. PL.: 2x*> — 3 = 0.

DEFINICIO: Azokat a szdmokat, amelyek nem irhat6k fel két egész szdm héanyadosaként, irracio-
nalis szamoknak (Q*) nevezziik.

TETEL: /2 irraciondlis szam.

BIZONYITAS: A bizonyitést indirekt médon végezziik, 1ényege, hogy a bizonyitandé dllitas tagada-
sarél bebizonyitjuk, hogy az hamis. Ez azt jelenti, hogy a bizonyitandé 4llitds igaz.

Tegyiik fel, hogy 2 raciondlis szdm, azaz felirhatd % alakban, ahol a, b €Z, b #0.

_a _a? 2 9
Ekkor *F_Z = 2_b—2 = 2.b2=42.
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Az egyenlet jobb oldaldn szerepld (a) szdm primtényezds felbontdsaban a 2 mindenfélekép-
pen pdros kitevén (akar a nulladikon) szerepel, mig a bal oldalon levé szdm (2 - b%) primté-
nyezds felbontasaban a 2 kitevdje paratlan (legkevesebb 1).

Ez azonban lehetetlen, hiszen a szdmelmélet alaptétele szerint egy pozitiv egész szdmnak
nincs két Iényegesen kiilonbozd felbontésa.

Tehat nem igaz az indirekt feltevésiink, vagyis igaz az eredeti allitas: /2 irracionélis.
Tulajdonsédgok:

— Az irraciondlis szamok halmaza nem zart a 4 alapmdveletre (\/5 + (—\/5 )) =0¢ Q*,
V2-12=02Q*, V2:/2=2¢Q*, V2:4/2=1¢ Q*. Tehit két irraciondlis szdm 6sz-
szege, kiilonbsége, szorzata, hdnyadosa lehet raciondlis szam.

— Az irraciondlis szamok tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tizedes tort.

DEFINICIO: A raciondlis és az irraciondlis szdimok halmaza diszjunkt halmazok (Q N Q* = @),

a két halmaz egyesitése a valos szamok halmaza: R = Q L Q*.
A valds szamok halmaza zart a 4 alapmiveletre. A valés szdmok és részhalmazai:

o
V2

©0,23 °1/3

II. Miiveletek a racionalis szamok halmazan

Egy kozonséges tort értéke nem, csak az alakja vdltozik, ha a szamlal6jat és a nevezd§jét ugyanazzal
a 0-tdl kiilonbozd szammal szorozzuk (bdvités), vagy ugyanazzal a 0-t6] kiilonb6z6 szdmmal oszt-
juk (egyszertsités).

Ha a raciondlis szamok kozonséges tort alakdak, akkor a kovetkezd szabalyokkal lehet elvégezni az

alapmiveleteket:

e (Osszeadas és Kkivonas:
Csak azonos nevezgj torteket lehet 6sszeadni, kivonni, ezért kozos nevezSre hozzuk a tor-

teket, vagyis a torteket bovitjiikk egy kozos tobbszorosd nevezére (legjobb, ha a legkisebb
kozos tobbszorosi nevezdre, mert igy tudunk a legkisebb szamokkal szamolni):

ayc_ad cb_adtcb
b~d b-d db b-d
Ha a nevezdk (b és d) relativ primek, akkor a legkisebb kdzos tobbszorosiik a szorzatuk.

, ahol b,d #0.

* Szorzas:
Tortet torttel gy szorzunk, hogy a szamlalét a szamlaléval, a nevezdt a nevezével szorozzuk:

a c_a-c
—=.==——_ahol b,d#0.
b'd bd "
Egész szammal gy szorzunk tortet, hogy tortként irjuk fel a szorzét (c =%), vagyis igaza-
bdl a szamlédlét megszorozzuk, a nevezdt valtozatlanul hagyjuk.

* Osztas:
Tortet torttel Ggy osztunk, hogy a véltozatlan osztand6t szorozzuk az oszté reciprokdval:
a.c_ad_a-
—:==—=.==—=, ahol b,c,d #0.
bd b c b-c
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Egész szammal 1igy osztunk, hogy tortként irjuk fel az osztét (c = %), vagyis igazabdl a ne-

s 2

vezGt megszorozzuk, a szamlalot véltozatlanul hagyjuk, vagy (egyszer(sithetd esetben) a szam-
1416t osztjuk, a nevezGt valtozatlanul hagyjuk.

II1. Miiveletek az irracionalis szamok halmazan

Az alapmiveletek definidlhatdk az irraciondlis szdmok korében gy, hogy az eddigi azonossagok
életben maradjanak. Mivel tizedes tort alakjuk végtelen, nem periodikus, igy azt csak kozelitGen
tudjuk megadni. Ezért a pontos értékeket pl. hatvany, gyok, logaritmus alakban adjuk meg, ilyen-
kor viszont a megfeleld miveleti szabdlyokkal dolgozunk.

IV. Miiveleti tulajdonsagok: a, b, ¢ €R esetén

1. az Osszeadas és a szorzas kommutativ (felcserélhetd)

a+b=b+a é a-b=b-a

2. az Osszeadas €s a szorzas asszociativ (csoportosithatd)

(a+b)+c=a+(b+c) é (a-b)-c=a-(b-c)

3. aszorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv (széttagolhatd)

(a+b)y-c=a-c+b-c
V. Kozonséges és tizedes tortek

A kozonséges tortek formai lehetnek:

Az % kozonséges tort, vagyis az % hanyados a kovetkez6 alakokban fordulhat el6 (a, b € Z, b # 0,

és a tort végslkig leegyszerdsitett, azaz a és b legnagyobb k6z0s osztdja 1):
* egész szadm, ha b osztdja a-nak,
» véges tizedes tort, ha b primtényezss felbontdsdban a 2 és az 5 szdmokon kiviil nincs mas
primszam,
» végtelen szakaszos tizedes tort, ha b primtényezds felbontdsdban a 2 és az 5 szdmokon kiviil
mads primszam is van.

Osszefoglalva:

A raciondlis szamok a kovetkez§ alakdak: kozonséges tortek, egészek, véges vagy végtelen szaka-
szos tizedes tortek.

A tizedes tortek formai lehetnek:
* véges tizedes tortek, ezek felirhaték kozonséges tort alakban. Pl. 2,3 = %
* végtelen tizedes tortek:
— szakaszos tizedes tortek, ezek felirhatok kdzonséges tort alakban. Pl. végtelen mértani sor

Osszegeként, vagy a kovetkezd mddszerrel:

2,354545... =x
235,454545... = 100x.

A két egyenletet kivonva egymasbol

_ _2331_2331
233,1=99x = x = 99 990

— nem szakaszos tizedes tortek nem irhatok at kozonséges tort alakba.
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Osszefoglalva:

A kozonséges tortek mind felirhatok tizedes tort alakban (egész, véges, végtelen szakaszos tort alak-
ban).

A nem szakaszos tizedes tortek mind irraciondlis szamok, tehat nem frhatdk fel két egész szam ha-
nyadosaként, tehit nem kdzonséges tortek. Ebbdl kovetkezik, hogy nem minden tizedes tort kozon-
séges tort.

VI. Halmazok szamossaga

DEFINICIO: Egy A halmaz szamossiga az A halmaz elemeinek szdmat jelenti. Jele: |A | Egy
halmaz szdmossédga lehet véges vagy végtelen.

DEFINICIO: Egy halmaz véges halmaz, ha elemeinek szdmit egy természetes szimmal megadhat-
juk. Ellenkezd esetben, azaz ha a halmaz elemeinek szdmat nem adhatjuk meg természetes
szammal, akkor végtelen halmazrdl beszéliink.

DEFINICIO: A végtelen halmazok kozott taldlhatunk olyat, melynek elemei sorba rendezhetdk,
tehat megadhat6 az 1., 2., 3., 4., ... eleme. A pozitiv természetes szdmokkal megegyezd
szamossagu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik.

A megszdmlalhatésdg €s a sorba rendezhetdség egy végtelen halmaznél ugyanazt jelenti.
Minden olyan halmaz megszamldlhatéan végtelen szdmossagu, amelynek elemei és a termé-
szetes szamok kozott kolesonosen egyértelmi megfeleltetés 1étesithets.

Megszamlédlhatéan végtelen szdmossdgiak: Pl. egész szdmok, pdros szdmok, négyzetsza-
mok, racionalis szamok.

TETEL: Az egész szamok halmaza megszamléalhatéan végtelen halmaz.

BIZONYITAS: frjuk fel az egész szdmokat rendezett sorrendben a kovetkez8 médon: 0, +1, —1, +2,
-2, +3, =3, ... . Ezzel a rendezéssel minden egész szdmot felsoroltunk, egyértelmtien meg

tudjuk hatarozni a sorba rendezés n-edik elemét, igy az egész szamok halmazanak szamossa-
ga megegyezik a természetes szamokéval, vagyis megszdmlalhatéan végtelen halmaz.

TETEL: A raciondlis szdmok halmaza megszdmldlhatéan végtelen halmaz.

BIZONYITAS: A racionélis szdmok % alakdak, ahol a, b € Z, b # 0. Képezziik a kovetkez0 tdblazat

szerint az a szamlalobol és a b nevezobdl 4ll6 racionalis szamokat:

PN 0 +1 = +2 -2 +3 -3 +4 —~4
w1 Lootthe 1] L 22 +2)_j21r3+3 +3] =2 4| =
4 %-0 AN LA 225|242 4| 8 A4 %‘:—4 §=+4
vo| Ll |20 10240 | 24 | B0 83
2| L0 |0 A0 2 | g 2 B o
D e
N R e
D e e e R e
R R e e
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A képzés mddszere szerint minden raciondlis szamot felsoroltunk, némelyeket t&bbszor is.
A piros vonal mentén sorba rendezziik a kapott szdmokat. A képzés mddszere és a felfiizés
sorrendje miatt minden raciondlis szdmot figyelembe vettiink, és sorba tudtuk rendezni 6ket.
Igy a raciondlis szamok halmazdnak szdmossiga egyenld a természetes szamok halmazanak
szdmossagaval, vagyis megszdmldlhat6an végtelen halmaz.

DEFINICIO: A valés szamok szdmossdgdval megegyezd szdmossdgi halmazokat nem megszam-
lalhatéan végtelen vagy kontinuum szamossdgi halmazoknak nevezziik. Pl.: irraciondlis
szamok halmaza, szimegyenes pontjainak halmaza, intervallum pontjainak halmaza.

TETEL: Az [a; b] és a [c; d] intervallumok szdmossdga megegyezik.

BIZONYITAS: Bizonyitds: Ha b —a = d — ¢, akkor a két intervallum ,hossza” egyenld, igy szdmos-
saguk is.
Ha b —a #d — ¢, akkor vegyiink fel parhuzamosan két azonos beosztdsi szdmegyenest, ab-
razoljuk az egyiken az egyik, a mésikon a mdsik intervallumot. Hizzuk meg az a-t és c-t,
valamint a b-t és d-t 0sszekotd e €s f egyeneseket. E két egyenes metszi egymdst az O pont-
ban. Az O pontbdl kdzéppontos hasonldsagi transzformdacioval [a; b] intervallum képe [c; d]
intervallum.
Ha az [a; b] intervallum egy pontja P, akkor P-t O-val 6sszekotd egyenes P’ pontban met-
szi a [c; d] intervallumot. Ha a [c; d] intervallum egy pontja Q, akkor Q-t O-val 6sszekotd
egyenes (J’ pontban metszi az [a; b] intervallumot. Igy az [a; D] és a [c; d] intervallum min-
den pontja kolcsondsen megfeleltethetd egymdsnak, tehdt ugyanannyi pontbdl allnak, azaz
szdmossdguk egyenld.

o/ o/ ar b

TETEL: Szdmossag és halmazmiveletek kapcsolata (logikai szita): A, B és C véges halmazok sza-
mossdgéra érvényesek a kovetkezok:

lauB| =1al +|B|-14an~B|
|aoB | =|Ul -|auB]
|AuBuC| = |A| + |B| + |C| - |AmB|— |AmC|— |BmC| + |AmBﬁC|

VII. Alkalmazasok
* Raciondlis szdmok: ardnyok, ardnyossag, hasonldsig
* Irraciondlis szdmok: szabdlyos hdromszog magassiga (%}, négyzet atldja (av2), kor
keriilete (2rm), teriilete (127)

1

* Kifejezések legb6vebb értelmezési tartomdnyédnak meghatarozasa, pl. Vx+2 + >
-Xx

» Figgvény értékkészletének megéllapitasa
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Az elsG szamirasok nem a mai irdsjelekkel, hanem szimboélumokkal, jelekkel (pl. ékirds,
rémai szamok) torténtek. A mai szamirast a XI. szazadban az arab al-Hvarizmi matematikus
irta le el6szor. Eurépdba Fibonacci olasz matematikus a XII. szdzadban hozta be, de csak
a XV-XVI. szdzadban terjedt el. Fibonacci nemcsak a 10 szdmjegyet, hanem a helyi értékes
szdmirast is elhozta Eurépaba. ,, Van tiz hindu jel: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Ezen jelek segit-
ségével bdarmilyen szdmot fel lehet irni, amit csak akarunk.”

* A zérust jelentd sz6 elGszor 100 koriil jelent meg a hinduknal.

* Az irraciondlis szdmokat mar Pitagorasz (Kr. e. 450 koriil) is ismerte, ekkor a hinduk mar
ismerték a négyzet oldaldnak €s atl6janak viszonyait.

* A negativ szdmok viszonylag késén jelentek meg: az egyenletek megolddsakor kaptak olyan
szdmokat, amelyeket el6szor nem tudtak értelmezni. Cardano (1501-1576) olasz matemati-
kus fiktiv szamoknak nevezte Sket, Viete (1540-1603) francia matematikus elvetette 1étezé-
siiket.

* Descartes francia matematikus 1637-ben mar minden el6itélet nélkiil hasznélta az altala ha-
mis szimoknak nevezett negativ szamokat.

* Gauss (1777-1855) német matematikus részletesen tirgyalta a komplex szdmok algebrajat
és aritmetikdjat, ahol /=1 =i .

* A halmazelmélet megteremtése Cantor (1845-1918) német matematikushoz fiiz6dik. Kor-
tarsai tobbsége nem értette meg a végtelen halmazok szamossagaval kapcsolatos gondolatait:
a természetes szamok halmaza valédi részhalmaza a raciondlis szdimok halmazanak, szdmos-
saguk mégis egyenld. Meghatdarozasa szerint két halmaz egyenlé szdmossigu, ha elemeik
kozott kolcsonosen egyértelmi hozzarendelés 1étesithetd. Hozza fliz6dik a megszamlalhato
halmazok fogalma. A réla elnevezett Cantor-féle atlds eljardssal bizonyitotta, hogy a valds
szdmok nem megszamlalhatéak.
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