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3. Oszthatosag, oszthatésagi szabalyok és tételek.
Primszamok. Szamrendszerek

Vazlat:
I. Szdmelméleti alapfogalmak: osztd, tobbszords, oszthatdsdg fogalma, tulajdonsagai, oszthato-
sagi szabdlyok
II. Primszam, Osszetett szam, a szdmelmélet alaptétele, osztok szdma
III. Legnagyobb kdzds osztd, legkisebb kdzds tobbszords
IV. Szamrendszerek
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Oszthatésag

Az oszthat6sdg fogalma esetében alaphalmaznak az egész szamok halmazat tekintjiik. Két egész
szdm hényadosa nem mindig egész szdm, az az oszthatdsig esetén azt vizsgaljuk, hogy egész sza-
mok osztasakor mikor lesz a hdnyados is egész szdm, vagyis a maradék 0.

DEFINICIO: Egy a egész szdm osztdja egy b egész szdmnak, ha taldlhaté olyan ¢ egész szam,
amelyre a - ¢ = b. Jelolés: alb. (Természetesen ¢ | b is igaz). Ebben az esetben az is igaz,
hogy b oszthaté a-val és c-vel. Ekkor azt is mondhatjuk, hogy b tobbszorose a-nak.

A 0 szerepe a szamelméletben:

* a 0 minden nemnulla egész szdmnak tobbszordse (0-szorosa), azaz 0 minden nemnulla egész
szdmmal oszthatd, ugyanis 0=0-a: a | 0, ha a #0. Ez azt is jelenti, hogy a O paros szdm.
A 0-nak egyetlen tobbszorose van, a 0, viszont a 0 barmely egész szamnak a tobbszorose.

* a 0 nem osztdja egyetlen nemnulla egész szdmnak sem, ugyanis ha 0 osztéja lenne egy b
nemnulla egész szdmnak, akkor 1étezne egy olyan ¢ egész szdm, amelyikre b =c - 0 =0 len-
ne, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy b # 0.

Oszthatésagi tételek:
Haa, b, ¢ €Z, akkor

TETEL: 1 |a, azaz az 1 minden egész szdmnak osztdja.
BIZONYITAS: a=a - 1.

TETEL: a | a, azaz minden egész szdm osztdja dGnmaganak.
BIZONYITAS: a =1 - a.

TETEL: Haa|bésb|c = alec.

BIZONYITAS: Az a | b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szdm, amelyre b=a -d; a b | c
feltétel azt jelenti, hogy van olyan e egész szdm, amelyre ¢ = b - e teljestil.
Ekkor c=b-e=(a-d)-e=a- (d-e) a szorzas asszociativitisa miatt, ahol a d - ¢ szorzat
egész szam.
Ez azt jelenti, hogy van olyan egész szdm, amelynek a-szorosa a ¢ szdm, vagyis a | c.
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TETEL: Ha a | b=a | b - ¢, azaz ha egy egész szdm osztdja egy masik egész szdmnak, akkor a tobb-
szOroseinek is osztdja.

BIZONYITAS: Az a|b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szdm, hogy b =a - d. Ekkor
b-c=(a-d)-c=a-(d-c)aszorzas asszociativitisa miatt. A (d - ¢) szorzat egész, tehat ta-
laltunk megfelels egész szdmot, igy a | b-c.

TETEL: Haalb és alc = albt ¢, azaz ha egész egy szam osztdja két egész szdmnak, akkor az
Osszegiiknek és a kiilonbségiiknek is osztdja.

BIZONYITAS: Az a | b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szam, hogy b=a-d. Az a | c fel-
tétel azt jelenti, hogy van olyan e egész szam, hogy c=a-e. Ekkorbtc=(a-d)x(a-e)=
=a - (d*e) a disztributivitds miatt. A (d * e) egész szdm, tehat taldltunk megfeleld egész
szz’unot,fgya|bésa|c:>a|bic.

TETEL: Ha a | bésa | b+c=>a | ¢, azaz ha egy egész szdm osztdja egy Osszegnek €s az Osszeg
egyik tagjanak, akkor osztdja a mésik tagnak is.

BIZONYITAS: Az a|b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szam, hogy b=a -d. Az a |b+c
feltétel azt jelenti, hogy van olyan e egész szdm, amire b+ c=a -e. Ekkorc=(b+c¢)—-b =
=a-e—a-d=a-(e—d). Mivel e és d egész szdmok, igy kiillonbségiik is egész szam. Tehat
talaltunk megfelel$ egész szdmot, amivel a-t szorozva c-t kapunk, igy a | c.

Az oszthatésagot eddig az egész szamokra értelmeztiik, a tovabbiakban leszikitjiik a természetes
szamokra, azaz a nemnegativ egész szamokra. Egy adott problémandl tudjuk majd automatikusan
alkalmazni az itt megfogalmazottakat az egész szdmokra.

TETEL: Ha a, b €Z*, és a | b, valamint b | a = a = b, azaz ha két pozitiv egész szdm egymdsnak
osztdja, akkor a két szam egyenld.

BIZONYITAS: Az a| b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szam, amire b=a -d, a b | a fel-
tétel azt jelenti, hogy van olyan e egész szdm, amire a = b - e.
Ekkorb=a-d=(b-e)-d=>b-(d- e) aszorzas asszociativitisa miatt.

Osztva b-vel az egyenlet mindkét oldalat: 1 = d - e, aminek a pozitiv egész szamok halmazéan
csak a d = e =1 a megoldasa.
Ekkor viszonta=5b-1=b.

Oszthatésagi szabalyok:

Egy n egész szam oszthat6
» 2-vel, ha n pdros, vagyis utolsé jegye € {0; 2; 4; 6; 8}.
* 3-mal, ha a szamjegyek 0sszege oszthaté 3-mal.
* 4-gyel, ha a két utolsé jegybdl képzett szam oszthatd 4-gyel.
* 5-tel, ha utols6 jegye € {0; 5}.
* 6-tal, ha 2-vel és 3-mal oszthatd.
* 8-cal, ha a hdrom utolsé jegybdl képzett szdm oszthat6 8-cal.
* 9-cel, ha szdmjegyek Osszege oszthatd 9-cel.
* 10-zel, ha utolsé jegye 0.

I1. Primszam, dsszetett szam, a szamelmélet alaptétele, osztok szama

DEFINICIO: Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek pontosan két pozitiv osztdja van, prim-
szamoknak nevezziik. Pl.: 2; 3; 5; 7; ... Az 1 nem primszam.
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TETEL: Végtelen sok primszidm van.

BIZONYITAS: Indirekt médon: Tegyiik fel, hogy véges sok, azaz n db primszdm van. Legyenek
ezek py, Py, D3, -, P,,- Képezziik a kovetkezS szaimot: A=p, -p, - p3- ... p,+ 1.
Az A szamnak a felsorolt n db prim egyike sem osztdja. Ebbdl két lehetGség kovetkezhet:
vagy az A szam is prim (az n + 1-edik), vagy létezik olyan prim, amit nem soroltunk fel
(akkor ez a prim az n + 1-edik). Tehdt mindkét esetben taldltunk a felsoroldsban nem sze-
repld primszdmot, ezzel ellentmonddasra jutottunk, azaz nem véges sok, hanem végtelen sok
primszam van.

DEFINICIO: Azokat az 1-nél nagyobb szdmokat, amelyek nem primszdmok, dsszetett szamoknak
nevezziik. Az Osszetett szamoknak 2-nél tobb pozitiv osztdja van. Pl.: 4; 6; 8; 9; 10; ...

TETEL: A szamelmélet alaptétele: barmely Osszetett szam felirhaté primszamok szorzataként, és
ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Kanonikus alak: n=p{" - p5? - p$® -...- p{*, ahol py, pa, p3, ..., pi killonb6z6 primek, o, 0o,

a3, ..., 0 nemnegativ egész szamok.
Ekkor az n szdm primosztéi: py, pa, P3» -o» Pk

TETEL: Meghatdrozhat6 az n szam osztéinak szama a kovetkez6 médon: A fenti n szdmnak
(g +1)-(p+1)-(oz+1)-... - (0g+ 1) darab pozitiv osztdja van.

DEFINICIO: Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztéja a kozos osztok koziil a leg-
nagyobb. Jele: (a; b).
ElGallitasa: felirjuk a szdmok primtényez@s alakjat, vessziik a kozos primtényezdket (amelyek
az Osszes felbontdsban szerepelnek), ezeket a hozzdjuk tartozo legkisebb kitevGvel vessziik
és Osszeszorozzuk.

DEFINICIO: Ha két pozitiv egész szdm legnagyobb kozds osztdja 1, akkor a két szam relativ prim.

DEFINICIO: Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorose a kozos tobbszorosok
koziil a legkisebb. Jele: [a; b].
ElGallitasa: felirjuk a szamok primtényezds alakjat, vessziik az 0sszes primtényezét, ezeket
a hozz4juk tartozé legnagyobb kitevivel vessziik és 0sszeszorozzuk.
Osszefiiggés két pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kozos tobbszors-

se kozott: (a; b) - [a; b] =a - b.

II1. Szamrendszerek

DEFINICIO: Az a alapi szamrendszer helyi értékei: 1, a!, a?, a3, a*, ..., az a alapi szamrendszer-

ben a-féle szdmjegy van: 0, 1, 2, ..., a — 1 (alaki érték), ha a > 10, akkor bet(iket haszndlunk
szdmjegyként.

A helyi értékes dbrdzolds azt jelenti, hogy a szdmjegyek értékén kiviil a leirdsuk helye is ér-
tékkel bir. Egymas utdn irjuk a szdmjegyeket és az adott ponthoz viszonyitjuk az értékiiket.

Altaldban 10-es szdmrendszerben dolgozunk. Ez azt jelenti, hogy a helyi értékek 10 természetes
kitevgjt hatvanyai ( 109, 10%, 10%, 103, ..., azaz egyesek, tizesek, szdzasok, ezresek, ...). A szdmok
lefrasara 10-féle szdmjegyre van sziikség: 0, 1, 2, ..., 9.

A 10-es szamrendszeren kiviil az informatikdban gyakran hasznaljak a 2-es, vagyis binaris szdm-
rendszert (Neumann-elv), napjainkban pedig inkdbb a 16-0s, azaz hexadecimadlis szamrendszert. Ez
utébbindl meriilt fel az a probléma, hogyan irjunk le 16-féle szamjegyet. Erre az a megoldas sziiletett,
hogy a 10-nél nagyobb alapd szdmrendszerekben a 10, vagy anndl nagyobb értékil szdmjegyeket
betiikkel jeloljiik. Igy 16-os szdmrendszerben 10 helyett A, 11 helyett B, ..., 15 helyett F a szdmjegy.
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Attérés 10-es szamrendszerbdl mds alapiba

1. modszer:

A szamot osztjuk az Uj szdmrendszer alapszdméval, majd az igy kapott hanyadost djra mindaddig,
mig 0 hdnyadost nem kapunk. Az osztdsokndl kapott maradékok lesznek az dj szdm alaki értékei az
egyesektdl kezdve.

Pl. 948, a 7-es szamrendszerbe atirva:

948=135-7+3
135=19-7+2
19=2-7+5
2=0-7+2

2. modszer:

A tizes szamrendszerbeli szimot maradékosan elosztjuk az dj szamrendszer legnagyobb, de a szdmnal
kisebb helyi értékével, a kapott maradékkal ezt addig folytatjuk, amig a maradék O nem lesz.

948 : 343 = 2, maradék 262,
262 :49 =5, maradék 17,
17 : 7 =2, maradék 3,
3:1 =23, maradék O,

Tgy 9480 = 2523.

Attérés mas alapibél 10-es szimrendszerbe

A megfeleld helyi értékeknek és a hozzajuk tartozé alaki értékeknek a szorzatosszege adja a 10-es
szdmrendszerbeli értéket:
Pl.: 25237 a 10-es szamrendszerbe atirva:

2523, =2-734+5-77+2 -7 +3-1=948,

A miveletek elvégezhetSk az adott szamrendszerben, vagy tizes szamrendszerben és az eredmény
adott szdimrendszerbe val6 visszairdsaval.

Osszeadas n alapa szamrendszerben

Helyi érték szerint egymads ald frjuk a szdmokat, akdr tobbet is. Az dsszeadast az n” = l-es helyi ér-

téken kezdjiik, majd folytatjuk az nl, nz, n3, ... helyi értékek felé. Mi 10-es szdmrendszerben tu-

dunk 6sszeadni, igy az 6sszegeket mindig 10-esben kapjuk meg, majd a kapott eredményt atvaltjuk
n-es szamrendszerbe.

Ha az 6sszeg n-nél kisebb, akkor leirjuk, mert n-nél kisebb szdmok minden szdmrendszerben azo-
nos alakdak.

Ha az 6sszeg nagyobb vagy egyenld n-nél, akkor a kapott szdmot atirjuk 10-es szdmrendszerbdl
n-es szamrendszerbe. A kapott szdm utolsé szamjegyét leirjuk a megfelelS helyi értékre, az elsd
szamjegyét pedig az el6z0 helyi érték folé irjuk.

Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig a legels6 szdmjegyig nem jutunk.

1 1

5726 6+5= 11= 13
+ 315 1+2+1=4®=4®
6243 7+3= 10: 12
1+5=6=6
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géltél@ 1+4+0:5:10@

10324@ 1+3+2+3=9@=14@
+ 430@ 1+4+3+4=12=22@

14240@ 2+2+0=4=4@

| = 1: l@

Kivonas n alapa szamrendszerben

Helyi érték szerint egymds alé irjuk a szdmokat. Az dsszeaddst az n’ = 1-es helyi értéken kezdjiik,
1

maijd folytatjuk az n', n%, 1, ... helyi értékek felé.

Ha a kisebbitend§ nagyobb vagy egyenl$ a kivonandéndl, akkor elvégezziik a kivonast, a kiilonb-
séget leirjuk a megfeleld helyi értékre. Mivel n-nél kisebb értéket kapunk, nem kell 4tvéltanunk,
mert n-nél kisebb szamok értéke minden szamrendszerben egyenld.

Ha a kisebbitendd (a) kisebb, mint a kivonandé (b), akkor la, = (n + a);(-bol vonjuk ki b-t, leirjuk

a megfelelS helyi értékre az (n + a — b); szamot, az el6z6 helyi értéken levs kivonandéhoz 1-et
adunk, és igy végezziik el a kivondst.

6243 3<6=> 13= 11=> 11—6=5= 5
—5726 2+1:3:4—3=1:1
315 2<7:>12:10:>10—7=3=3
5+ 1 =6=>6—6=0=0
6235@ 5<8= 15@= 14:> 14—8==6@
—2478@ 7+1:8:>3<8:>13@:12@:>12—8:4:4@
3646@ 4+1:5:>5<2:>12@:11®=>11—5:6:6@>

2+1=3:>6—3=3=3@

IV. Alkalmazasok:

* Legnagyobb koz0s oszt6: tortek egyszerdsitése

* Legkisebb kozos tobbszoros: tortek kozds nevezdre hozdsa

» Kétismeretlenes egyenlet megolddsa a természetes szamok halmazan (oszthatésdg felhasz-
ndldsédval) pl.:

3x+2y=uxy
3x=xy-2y
3x=y(x-2)
_3x _3x-6, 6 _ 6 _
== ko =34 —eN = x 206

Ez a kvetkezd esetekben lehetséges:

x=2 1 2 3 6 -1 | 2|-3] -6
x 3 4 5 8 1 0 -1 | 4
y 9 6 5 4 -3 0 1 2

A tablazatban szerepel az 0sszes megoldas, az 5 megjelolt szampar felel meg a feltételnek.
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Szamitégépekben a 2-es szamrendszer a két jegyével jol haszndlhatd: folyik aram = 1, nem
folyik aram = 0 (Neumann-elv). Ma madr inkdbb a 16-o0s, hexadecimalis szdmrendszert hasz-
ndljak, ami felépithetS a kettesbdl.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Az egyiptomi Rhind-papiruszon (Kr. e. 2000-1700) a ,.torzstortek” felsorolasdban csak a pa-
ratlan nevezdji tortek szerepeltek, tehat az egyiptomiak kiilonbséget tettek a paros €s a parat-
lan szamok kozott.

Az ottel vald oszthatésagot az 6kori hinduk is ismerték.

A harommal val6 oszthatésdg szabdlyét el6szor a pizai Leonardo irta le (1200 koriil).

A tizeneggyel val6 oszthatsdg szabalyat a XI. szdzadi arab matematikusok ismerték, vi-
szont szabatosan csak Lagrange (1736—-1813) francia matematikus fogalmazta meg: a paros
helyi értéken 4ll6 szamjegyeinek Osszege megegyezik a pératlan helyi értéken all6 szamje-
gyek Osszegével, vagy a kett kiilonbsége 11-nek a tébbszordse.

Pascal (1623-1662) francia matematikus teljes altalanossagban vizsgalta az oszthatésagot
a természetes szamok korében.

Primszamok meghatdrozésa az eratoszthenészi (Kr. e. Ill. szazad) szitaval: Felirjuk 2-t6l
kezd6den az egész szamokat (6 100-ig csindlta). A 2-t bekeretezziik, ez az els6 primszam,
majd kihtizzuk az dsszes olyan szdmot, ami 2 tobbszorose (minden mdasodikat). Bekeretez-
ziik az els6 at nem hudzott szdmot, a 3-at, ez a kovetkezd primszadm. Innen kezdve athizzuk
a 3 tobbszoroseit (minden harmadikat). Ezt az eljarast folytatva megkapjuk a primszdmokat
(bekeretezett szamok).

A sumérok (Kr. e. 2000 elétt) a 10-es, 12-és és 60-as alapi szamrendszer kombindciéjat hasz-
néltdk az asztrondmiai és egyéb szamitdsaikndl. Ezt a rendszert 4tvették a gorogok, a romaiak
és az egyiptomiak. A 60-as szaimrendszer maradvanyait felismerhetjiik a mai id6- (6rak, per-
cek) és a szogmérésben (szogpercek).

A 12-es szamrendszer nagyon népszerd volt, mert a 12 maradék nélkiil oszthaté 2-vel
(felezhetd), 3-mal (harmadolhatd), 4-gyel (negyedelhetd), 6-tal (hatodolhatd). A ma hasznalt
naptarban az év 12 hénapra oszlik, 12 6ra a nappal és 12 6ra az éjszaka az év mind a 365 nap-
jan. Csaknem minden nyelvben kiilon sz6 van a 12 dologbdl 4ll6 csoportra, példdul a magyar
»tucat”, az angol ,,dozen”, a német ,,das Dutzend”, az orosz ,,djuzsina” stb.

Nyelvészeti kutatdsok szerint az Gsmagyarok a hetes szamrendszert ismerték, hasznaltak:
mesék hétfeji sdrkdnya, hetedhét orszdg, hétmérfoldes csizma, hétpecsétes titok, hétszerte
szebb lett stb.

A 2-es alapt bindris szdmrendszert mar a XVII. szdzadban Leibniz ismertette, aki Kindban
hallott réla, de éltaldnos haszndlata a XX. szdzadban, a szamitogépek megjelenésével terjedt
el.

Neumann Janos (1903-1957) magyar szdrmazdsi matematikus a réla elnevezett elvben
megfogalmazta a szamitogépek mikodési elvét. Ebben a szamitégépek hasznéljanak kettes
szdmrendszert, az 6sszes mivelet kettes szdmrendszerbeli logikai miveletre redukalhatd.
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