MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2024 MOZAIK KIADO

4. A matematikai logika elemei. Logikai miiveletek.
Allitas és megforditasa, sziikséges és elégséges feltételek,
bemutatasuk a tételek megfogalmazasaban és bizonyitasaban

Vazlat:

I. A matematikai logika fogalma
II. Logikai mdveletek: tagadas, ,,és” (konjunkcid), ,,megengedd vagy” (diszjunkcid), ,.kizar6
vagy”, ha A, akkor B (implikaci6), A akkor €s csak akkor, ha B (ekvivalencia)
III. Logikai miiveletek (konjunkci6 és diszjunkci6) tulajdonsigai
IV. Allitas és megforditdsa
Sziikséges és elégséges feltétel, bemutatasuk
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. A matematikai logika fogalma

A matematikai logika a gondolkodds matematikai formdban kifejezhet§, matematikai eszkdzokkel
vizsgélhat Osszefliggéseinek, torvényeinek feltardsaval foglalkozik. F6 feladata a kovetkeztetések
helyességének vizsgalata.

I1. Logikai miiveletek

DEFINICIO: Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelentd mondat, amelyrdl egyértelmien el lehet
donteni, hogy igaz vagy hamis.

DEFINICIO: Az igaz és a hamis a kijelentés logikai értéke.
Ha az A éllitas igaz, a B allitds hamis, akkor igy is mondhatjuk, hogy az A logikai értéke
igaz, B logikai értéke hamis. Jelekkel: |A|=i és |B|=nh.
Az igaz értéket szoktdk 1-gyel, a hamis értéket 0-val jelolni.

DEFINICIO: A kijelentéseket dsszekapcsolhatjuk. Azokat a kijelentéseket, amelyeket mas kijelenté-
sekbdl lehet elallitani, osszetett kijelentéseknek nevezziik.

DEFINICIO: Ha az sszetett kijelentések logikai értéke csak az 6t alkot6 éllitdsok logikai értékétdl
és az eldallitas modjatdl fiigg, akkor logikai miiveletekrdl beszéEliink.
A logikai miveleteket igazsagtabla segitségével végezhetjiik el.

DEFINICIO: Az allitds tagadasa egyvaltozés mivelet. Egy A kijelentés negdcidja (tagaddsa) az a ki-
jelentés, amely akkor igaz, ha A hamis, és akkor hamis, ha A igaz.
Jele: A vagy —A.
TETEL: Egy dllitds tagaddsdnak tagaddsa maga az éllitds (kettGs tagadas torvénye). Jele: A=A
TETEL: Egy dllitds és tagaddsa nem lehet egyszerre igaz (az ellentmondés-mentesség elve).

TETEL: Egy dllitds és tagaddsa nem lehet egyszerre hamis (a harmadik kizdrdsdnak elve).

DEFINICIO: Két, A-t6] és B-t8] fiiggd allitds akkor egyenlS, ha A és B minden lehetséges logikai
értékére a két Allitds igazsdgértéke egyenld.
A logikai mtveletek eredménye csak a tagok logikai értékétdl fiigg.
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Kétvaltozos logikai miiveletek:

DEFINICIO: Allitisok konjunkciéja: logikai ,,és”: Két kijelentés konjunkcidja pontosan akkor
igaz, ha mindkét kijelentés igaz, kiilénben hamis.
Jele: A A B.

DEFINiCIO: Allitisok diszjunkciéja: logikai ,,megengedé vagy”: Két kijelentés diszjunkcidja
pontosan akkor igaz, ha legaldbb az egyik kijelentés igaz, kiilonben hamis.
Jele: A v B.

DEFINICIO: Allitasok antivalencidja: logikai ,,kizaré vagy” akkor igaz, ha pontosan az egyik 4lli-
tds igaz, a masik hamis, akkor hamis, ha a két allitas logikai értéke megegyezik.

Jele: A @ B.
Igazsagtablaval:
A B AAB A B AV B A B | A®B
i i i i i i i i h
] h h i h i [ h i
h i h h i i h i i
h h h h h h h h h

DEFINICIO: Allitasok implikdcidja: A ,ha A, akkor B” kapcsolatnak megfelels logikai mdveletet
implikdciénak nevezziik. Az implikacid logikai értéke pontosan akkor hamis, ha A igaz és B
hamis, kiilonben az implikacié igaz. Az A allitast feltételnek, B-t kovetkezménynek nevezziik.
A kovetkeztetés csak akkor hamis, ha a feltétel igaz, de a kovetkezmény hamis. Hamis alli-
tdsbdl barmi kovetkezhet.

Jele: A — B.

DEFINICIO: Allitisok ekvivalencidja: Az ,.A akkor és csak akkor B” kapcsolatnak megfeleld logi-
kai miveletet ekvivalencidnak nevezziik. Az ekvivalencia logikai értéke pontosan akkor
igaz, ha A és B logikai értéke azonos, kiilonben hamis.

Ha az A < B igaz, akkor azt mondjuk, hogy A és B allitdsok ekvivalensek egymassal.

Jele: A & B.
Igazsagtablaval:
A B |A—B A B |A<B
i i i i i i
i h h i h h
h i [ h i h
h [ h i

TETEL: Tetsz6leges A és B kijelentésekre A — B=Av B.
BIZONYITAS: Igazsdgtablaval:

A B A| AvB|A—B
i i h i i
i h h h h
h i i i i
h h i i i

A negyedik oszlop igazsidgértékei megegyeznek az implikédcié igazsagértékeivel, tehat az
egyenldség A és B minden lehetséges logikai értékére fennall, azaz azonossag.
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TETEL: TetszGleges A és B kijelentésekre A <> B=(A — B) A (B —> A)

BIZONYITAS: Igazsagtdblaval:

A B |A->B|B>A|A->BAB—->A)|A<B
i i i i i i
i h h i h h
h i i h h h
h h i i i i

Az 6todik oszlop igazsdgértékei megegyeznek az ekvivalencia igazsdgértékeivel, tehat az
egyenlGség A és B minden lehetséges logikai értékére fenndll, azaz azonossag.

I1I. Logikai miiveletek (konjunkci6 és diszjunkcio) tulajdonsagai

Tulajdonsag Diszjunkcié Konjunkcié
Kommutativ AVB=BvA ANBoBAA
(felcserélhetd)

(cs/g;(ii?;slig;é) AvB)vC=Av(BvC) (AABYAC=AA(BAC)
Disztributi

ey | AVBAO=UVEIAUVO) | ANBYO=@AABVAAC

De Morgan-azo- AVvB=AAB é AAB=AVEB

nossagok
Tovébbi AVA=A ArNA=A
azonossagok Av A=i ANA=h
A=A

I1I. Allitas és megforditasa, sziikséges és elégséges feltétel

Az éllitdsokat gyakran ,,Ha A igaz, akkor B igaz” (A = B) formdban fogalmazzuk meg. Tehat egy
A éllitas igazsagabdl kovetkezik egy B allitas igazsaga (vagyis, ha az A — B implikacié igaz), azt
mondjuk, hogy az A éllitasbol kovetkezik B allitds, vagy azt, hogy A allitas a B allitasnak elégséges
feltétele (hiszen a B 4llitds igazsadganak bizonyitdsdhoz elég az A allitds igazsagat bizonyitani).
Ilyenkor a B dllitds az A allitdsnak sziikséges feltétele (hiszen az A allitds nem lehet igaz, ha a B
allitds nem igaz). Ha ilyen esetben az A allit4s igazsdgdbdl a B 4llitas igazsdgara kovetkeztetiink, az
helyes kovetkeztetés.

Ha azt akarjuk kimutatni, hogy az A allitdsb6l nem kovetkezik a B dllitds, elég egyetlen példat
mutatni olyan esetre, amikor A igaz €s B hamis. Ha ilyen esetben A 4llitasbol a B allitasra kovet-
keztetiink, az nem helyes, vagyis helytelen kovetkeztetés.

Ha az A allitasbol kovetkezik B allitas, és forditva is: a B allitasbodl kovetkezik az A allitas, akkor
azt mondjuk, hogy az A allitasnak a B allitas sziikséges és elégséges feltétele. Jele: A < B (A akkor
és csak akkor igaz, amikor B).

Ez azt jelenti, hogy A és B egyszerre igaz, vagyis ekvivalensek (egyenértékiiek).

Példak feltételekre:

« Allitds: Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor oszthat6 2-vel. Ez igaz 4llitds.
Ekkor a 4-gyel valé oszthatésdg elégséges feltétele a 2-vel vald oszthatdsdgnak, a 2-vel vald
oszthat6sag sziikséges feltétele a 4-gyel vald oszthatosdgnak. Vagyis a 4-gyel val6 oszthat6-
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sag elégséges, de nem sziikséges feltétele a 2-vel vald oszthatdésdgnak, valamint a 2-vel val6
oszthatdsag sziikséges, de nem elégséges feltétele a 4-gyel val6 oszthatdsdagnak.

« Allitas: Ha egy szdm oszthat6 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel. Ez hamis 4llités.
Ekkor a 2-vel valé oszthatésdg nem elégséges feltétele a 4-gyel vald oszthatdsdgnak, a 4-
gyel vald oszthatdsdg elégséges feltétele a 2-vel vald oszthatésdgnak. Vagyis a 2-vel valé
oszthat6sdg nem elégséges, de sziikséges feltétele a 4-gyel valé oszthatdésdgnak, valamint
a 4-gyel val6 oszthatdsag elégséges, de nem sziikséges feltétele a 2-vel vald oszthatésagnak.

Egy tétel feltételeinek és feltételei kovetkezményeinek a felcserélésével kapjuk a tétel megforditasat.
Igy a fenti tétel megforditésa: ,Ha B igaz, akkor A igaz.” (B = A)

Ha a tétel és a megforditésa is igaz, akkor a két tétel ekvivalens. (A < B)

Erre példa a Thalész-tétel, valamint a Pitagorasz-tétel:

TETEL: Thalész-tétel: Ha egy kor atmérdjének két végpontjat osszekotjiik a kor barmely mds
pontjaval, akkor derékszogli haromszoget kapunk.

BIZONYITAS: O kozéppontd kor, AB dtmérd, C tetszSleges pont a kdrvonalon.

OA = O0C =r = OAC haromszog egyenld szari = OAC<E = OCA< = ¢

OC = OB =r = OBC hiromszidg egyenld szari = OBC< =BCO< = .

Az ABC haromszog bels§ szogeinek osszege 180° = 2a+2B=180° = a+[=90° =
ACB< = 90°.

TETEL: A Thalész-tétel megforditasa: Ha egy haromszog derékszogd, akkor koré irhat6 korének
kozéppontja az atfogé felezGpontja.

BIZONYITAS: ABC derékszogli haromszoget tiikrozziik az dtfogé F felezGpontjara. A tiikrozés
tulajdonsdgai miatt BC=AC’ és CA =BC’ és AC’BC négyszodg szogei 90°-osak. Az olyan
négyszog, amelynek két-két szemkozti oldala egyenld hosszd és mind a négy szoge derék-
sz0g, az téglalap. A téglalap atléi egyenlSk és felezik egymast = FA=FB=FC = F az
ABC haromszog koré irt kor kozéppontjaval egyenld.

TETEL: A Thalész-tétel és megforditasa osszefoglalva: A sik azon pontjainak halmaza, amelyek-
bdl egy megadott szakasz derékszogben latszik, a szakaszhoz mint atmér6hoz tartozé kor,
elhagyva bel6le a szakasz végpontjait.

TETEL: Pitagorasz-tétel: Ha egy hdromszog derékszogd, akkor a befogdk négyzetének osszege
egyenlé az atfogd négyzetével.
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BIZONYITAS: (14. tétel)

a b
B
a L
B
B B
Y
b tz
0
ﬂ\ Al
a b

AP+ 4=+ 4t
a>+b*=c?

TETEL: A Pitagorasz-tétel megforditasa: Ha egy haromszog két oldalhosszdnak négyzetének
Osszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog derékszogd.

BIZONYITAS: (14. tétel)
Tudjuk, hogy a? + b* = 2.
Tegyiik fel, hogy a haromszog nem derékszogd. Ekkor tudunk szerkeszteni olyan derékszo-
gl hdromszoget, amelynek a befog6i a és b, atfogdja legyen c¢’. Mivel ez derékszogli hdrom-
sz0g, a Pitagorasz-tétel miatt: a + b* = (c’)>. Az eredeti feltétellel Gsszevetve ¢ = (c’)?,
amibdl pozitiv mennyiségekrdl 1évén sz0, kovetkezik, hogy ¢ =c¢’.
Ez ellentmond a kiindul¢ feltételnek, igy a hdromszog derékszogd.

IV. Alkalmazasok:

* Matematikai definicidk, tételek pontos kimondasa, tételek bizonyitasa

» Tétel megforditdsdnak kimonddsa

* Bizonyit4si médszerek kidolgozasa (direkt, indirekt, skatulyaelv, teljes indukci6)

* A kombinatorika és a valdsziniségszamitds haszndlja a logikai miveleteket és azok tulaj-
donségait

* Automatdk tervezése problémdk részekre bontdsdval

* A logikai miiveletek és halmazmiiveletek parhuzamba 4llithat6k

* Egyenletek, egyenl6tlenségek megolddsa sordn sokszor végziink logikai midveleteket (ekvi-
valens atalakitasok).

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Az 6kori filozéfia vetette fel azokat a kérdéseket, amelyek vizsgdlata a logika kialakuldsdhoz
vezetett. A gorog ,,logosz” sz jelentése gondolat, igazsdg, a gorog ,,logiké” szé érvelést, ko-
vetkeztetést jelent. A logika segiti a definicidk, allitdsok pontos megfogalmazasat, fontos
szerepe van a problémdk megfogalmazasaban, a tudomdnyos, alkoté kommunikaciéban.

* Boole (1815-1864) angol matematikus vezette be a kijelentések szerkezetének szimbdlu-
mokkal és miiveletekkel vald leirdsat. Az 4ltala 1étrehozott algebra célja az volt, hogy 0ssze-
kosse a logikat a matematikaval, ez a Boole-algebra. Az 1930-as években Shannon (1916—
2001) amerikai matematikus a Boole-algebrat felhasznélva az elektromos kapcsoldk tulaj-
donsdgait hasznalta a logikai miveletekhez, ez lett az elméleti alapja a digitalis korszaknak,
az informécidelméletnek.

* de Morgan (1806-1871) angol matematikus bevezette a ma De Morgan-azonossagként
ismert szabalyokat. Ezzel nagyban hozzajarult a matematikai logika megreformalasahoz, je-
l6lésrendszerének egyszeriibbé tételéhez.
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