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VIII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Pozitiv egész Kitevdjii hatvanyok

A hatvianyozist ugyanaz az igény hivta 1étre, mint a szorzast. A szorzds az ismételt osszeaddst je-
lenti, a hatvdnyozdst azonos szdmok szorzdsara vezették be, késébb kiterjesztették az értelmezését.

DEFINICIO: Ha a tetszdleges valGs szam €s n 1-nél nagyobb természetes szam, akkor " hatvany
azt az n tényezds szorzatot jelenti, amelynek minden tényezdje a.
Han =1, akkor a' = a.
Az a szdmot a hatvdny alapjanak, az n szdmot a hatvany kitevjének nevezziik, ez utébbi
megmutatja, hogy a hatvanyalapot hanyszor kell szorz6tényezGiil venni.

A hatvanyozas azonossagai pozitiv egész Kkitevd esetén: (a, b eR, m, n eIN%)

TETEL: Azonos alapd hatvanyok szorzasa: Azonos alapu hatvanyokat tigy is szorozhatunk, hogy
a kozos alapot a kitevSk osszegére emeljiik:

atdt ="t
BIZONYITAS:
at-a® = (a-a-....a)-(a-a-....a) = a-a-....a = a™".
hatv. def. SZorzas v hatv. def.
mdb ndb asszoc. M +ndb

TETEL: Azonos alapi hatvanyok osztdsa: Azonos alapi hatvdnyokat Ggy is oszthatunk, hogy
a kozos alapot a kitevSk kiilonbségére emeljiik:

am
—n=a’”‘”, haa#0,m>n.
a
BIZONYITAS:
mdb m—ndb
f_/% /_/%
a _ a-a-...a _ a-a-..a _ gm-n
a' hatv.def.d-a-...-degysze- 1 hatv. def.
ndb risités
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TETEL: Szorzat hatvanyozasa: Szorzatot tényezéként is hatvanyozhatunk:

(a-b)'=a"-b"

s

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitev§jli hatvianyokat dgy is szorozhatunk, hogy az ala-
pok szorzatat a kozos kitevdre emeljiik.

BIZONYITAS:
(a-b)y* = (a-b)-(a-b)-...-(a-b) = a-b-a-b-...-a-b =
hatv. def. SZorzas SZOrzas
ndb asszoc. kommut.
=a-a-....a-b-b-...-b = a"-b"
b b hatv. def.

TETEL: Tort hatvanyozasa: Tortet Ggy is hatvanyozhatunk, hogy a szamlal6t és a nevezdt Kiilon-
kiilon hatvanyozzuk és a kapott hatvanyoknak a kivant sorrendben a hanyadosat vessziik.

a n a
=] ==—, hab=#0.
(b) b

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitevGji hatvanyokat gy is oszthatunk, hogy az alapok
hanyadosat a kdzos kitevore emeljiik.

BIZONYITAS:
ndb

n
(g) - (2)(2) (2) _ aa..a _ a
b) hatv.det\b b h b/ tortek b-b-... b hatv. def. b"
————————szorzésa v
ndb ndb

TETEL: Hatvany hatvanyozasa: Hatvanyt dgy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevGk szor-
zatdra emeljiik:

(an)m - al’l -m

BIZONYITAS:
(ahHm™ = (a®-(a™)-....-(a") = a-a-....a\(a-a-....al-....(a-a-....a) =
m. hatv. def. b n. hatv. def. b b %r—’n o ZZS(S)Z?
mdb
=a-a----- a-a-a-....a = am"n",
hatv. def.
m-ndb

II. Permanenciaelv

A hatvanyozas fogalmat kiterjesztjiik minden egész kitevire, majd egész kitev6rdl racionalis kite-
vére, majd raciondlisrdl irraciondlis kitevdre gy, hogy az elébbi, pozitiv egész kitevdre teljesiilé
azonossagok tovabbra is teljesiiljenek. A fogalom értelmezésének kiterjesztése esetén ezt az igényt
nevezziik permanenciaelvnek.

III. A hatvanyozas Kkiterjesztése

pa

A 2. azonossdg segitségével a hatvanyozds fogalma kibGvithetd az egész szamokra a kovetkezd
modon:

DEFINICIO: TetszSleges a # 0 valds szdmra ¢’ = 1. Minden nullatél kiilonbozS valds szdmnak
a nulladik hatvanya 1.
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0%-t nem értelmezziik (nem lehet tigy értelmezni, hogy dsszhangban legyen a hatvanyozis értelme-
zéseivel:

+ 0% =0 kellene, hogy legyen, mert 0 minden pozitiv egész kitevd hatvanya 0.

» 0°= 1 kellene, hogy legyen, mert minden egyéb szdm nulladik hatvanya 1.)
Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozds azonossagai érvényben maradnak.

Pl.
ab+tn =gn
1-a" =a"

DEFINICIO: Tetszbleges a # 0 valés szam és n pozitiv egész szam esetén a™" =%. Minden 0-tél
a

kiilonbozé valds szam negativ egész Kitevdgji hatvanya a szam megfelel§ pozitiv kitevdji

hatvanyanak a reciproka (vagy a szdm reciprokdnak a megfelel§ pozitiv kitevGjt hatvanya).

a’-a”
a%-an

Bizonyithato, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas azonossagai érvényben maradnak.
PL

a-gh=qgntn :ao =1

Ezzel a két definicidval a 2. azonossag igaz minden n, m € Z-re:

a™ _a™
Han=m, akkor —=—=1
a}’l al‘l’l

Ha m < n, akkor m darab a-val egyszerisitiink, a szdmldléban 1, a nevezében pedig n — m darab

a szorz6tényezd marad, ami a hatvany definicidja miatt

—— . Alkalmazva a negativ egész kite-
a

v6jti hatvany definici6jat ——=—L = gm-n
a—m a—(m—n)

A hatvdnyozas fogalmdt ezutan racionalis Kitevére terjesztjiik ki:

DEFINICIO: Az a pozitiv valés szdm L _adik hatvdnya az a pozitiv val6s szam, amelynek g-adik
q

hatvanya a”, azaz \a4/) =a?’.

P
A definiciébol kovetkezik: a? =Yar .
Az alap csak pozitiv szdm lehet, mert péld4ul

2 r 1 1
(=2)4 :[(_2)2]4 =44 =22 =./2 értelmes,
2 1
(=2)4 =(-2)2 =+/-2 nem értelmezhetd, pedig a két hatvany értékének (azonos alap, azonos

kitevs) meg kell egyeznie.
Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas azonossagai érvényben maradnak.

Pl.
(as)n =a§'n =ak
(aé)n :(n pr )n _ 4k

A hatvanyozast kiterjeszthetjiik tetszleges valés Kkitevore. Ehhez az irracionalis kitevot kell ér-
telmezniink.
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Az értelmezés azon alapul, hogy barmely irraciondlis szam tetszélegesen kozelithetS két oldalrdl

raciondlis szamokkal. Igy ha pl.: 22 hatvényt szeretnénk meghatarozni, akkor ehhez a /2 értékét
kozelitjiik ndla kisebb, illetve nala nagyobb raciondlis szimokkal, majd a kozelit6 értékekre mint

kitevére emeljiik a 2-t. Bizonyithat6, hogy 2V2 értéke létezik, és ily médon tetszdlegesen kozelit-
het6 (rendérelv).

DEFINICIO: Az a pozitiv valds szam o irracionalis KitevGjii hatvanya, azaz a“ jelentse az a” so-
rozat hatdrértékét, ahol r egy raciondlis szdmsorozat tagjait jeloli és r — o. Képlettel:

lim a" =a®.
r—>o

IV. Az n-edik gyok fogalma

A gydkvonds mivelete a hatvanykitevd és a hatvdny ismeretében az alap kiszdmoldsét teszi lehetd-
vé. A gyokvonds a hatvdnyozas egyik forditott mivelete: az a val6s szam n-edik gyoke (n € Z*,
n# 1) az x" = a egyenlet megoldasa.

Az a szém n-edik gyokének jelolése: &/a ,han e N*.

A gyokvonas értelmezésénél kiilonbséget kell tenni a paros és paratlan gyokkitevs kozott (hiszen
paros n-re és negativ a-ra az x" = a egyenletnek nincs megoldasa, mivel a valés szamok paros kite-
v§jd hatvanya nem lehet negativ. Tehat paros n-re és negativ a-ra az a szam n-edik gyoke nem
értelmezhetd.)

DEFINICIO: Egy a valés szam (2k + 1)-edik (k € N*) gyokén azt a valds szdmot értjiik, amelynek
(2k + 1)-edik hatvéanya a.

2k+1
Képlettel: (2’”\1/5) T =a,ahol keZ".

DEFINICIO: Egy nemnegativ valés a szdm 2k-adik (k € N*) gyokén azt a nemnegativ valés szamot
értjiik, amelynek 2k-adik hatvanya a.

2k
Képlettel: (%/a)” =a,ahola>0, %/a>0, keZ*.

DEFINICIO: Egy nemnegativ valGs a szdm négyzetgyokén azt a nemnegativ valGs szdmot értjiik,
amelynek négyzete a.

2
Képlettel: (v/a) =a, ahola >0, Ja=0.
A paros és pératlan gyokkitevére vonatkozd definiciok kozotti kiilonbségbdl addddan:

(4 ) =lal és (CAYTT) =a, pl. )0 =5, de =5 =5

V. A négyzetgyok azonossagai

TETEL: Va-b =/a-J/b , ha a, b nemnegativ valés szamok.
Szorzat négyzetgyoke egyenls a tényezSk négyzetgyokének szorzatdval. Tehdt szorzatbdl
tényezdnként vonhatunk gyokot.

BIZONYITAS: Vizsgdljuk mindkét oldal négyzetét:

(Vab) =a-b,

a négyzetgyok definicidja miatt.

(Va-vB) =(Va)-(VB) =a-b,

a szorzat hatvanydnak azonossaga és a négyzetgyok definicidja miatt.
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A két oldal négyzete egyenld.
Ha mindkét oldal értelmes, vagyis nemnegativ, akkor a hatvanyozas azonossagabol kovetke-
zik a két oldal egyenlGsége.

TETEL: \/% = %, ha a, b nemnegativ valds szamok, b # 0.

Tort négyzetgyoke egyenld a szamlalo és a nevezd négyzetgyokének hanyadosdval.

, k < ‘ )
TETEL: /a* = (\/5) , ha k egész, a > 0 val6s szam.
A hatvanyozas és a gyokvonds sorrendje felcserélhetd egymdssal pozitiv alap esetén.
Figyelni kell arra, hogy a négyzetre emelés és a négyzetgyokvonds sorrendje nem cserélhetd

fel, ha az alap negativ. fgy dltaldnosan: \a? = | a |

VI. Hatvanyfiiggvények és azok tulajdonsagai

DEFINICIO: Az f: R — R, fix) = x" fiiggvényt, ahol n € N*, hatvanyfiiggvénynek nevezziik.
A hatvanyfiiggvények értelmezhetSek n = 0 esetre is, de ett6l most eltekintiink.
A hatvanyfiiggvény vizsgalatat két részre kell bontanunk aszerint, hogy n paros-e vagy paratlan.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R >R, fix) = x* 2R 5 R, gx) =x*+1
abrazolasa: y v
y=x2 y=x2+1
1
1 X
1
1 X
értelmezési tartomanya: valés szdmok halmaza: R valés szdmok halmaza: R
értékkészlete: nemnegativ valés szamok halma- val6s szdmok halmaza: R
za: R{
monotonitasa: ha x < 0, akkor szigortian mono- szigorian monoton né
ton csokken, ha x > 0, akkor szi-
gordan monoton né
szélsGértéke: abszolldt minimuma van az x = 0 nincs
helyen, a minimum értéke
Sfix) = 0.
gorbiilete: alulrdl konvex ha x < 0, akkor alulrél konkav,
ha x > 0, akkor alulrél konvex
zérushelye: x=0 x=0
paritasa: paros: fl—x) = f{x) pdratlan, vagyis g(—x) = —g(x)
korlatossag: alulrdl korlatos, feliilrél nem nem korlatos
korlatos
invertalhatésag: invertdlhatd, ha x > 0: inverze az invertalhaté: inverze az
FERE SR = X g R >R, g )= x
fiiggvény fuggvény
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Gorbiilet szempontjabol kiilon kell venni az n = 1 esetet: ekkor a fiiggvény se nem konvex, se nem
konkdv.

A hatvanyfiiggvények folytonosak, minden pontban derivilhatéak, minden korl4tos intervallumon
integralhat6ak.

VII. Négyzetgyokfiiggvény és tulajdonsagai

DEFINICIO: Az f: R — R, fix) = x fiiggvényeket négyzetgyokfiiggvényeknek nevezziik.

Jellemzés:
A fiiggvény £RE >R, flx) = Jx
abrazolasa: y
y=Vx
1
i X
értelmezési tartoménya: nemnegativ vals szimok halmaza: R
értékkészlete: nemnegativ valés szamok halmaza: R§
monotonitasa: szigortian monoton né
szélséértéke: abszolit minimuma van az x = 0 helyen, a minimum értéke f{x) =0
gorbiilete: alulrdl konkav
zérushelye: x=0
paritasa: nincs: nem paros, nem pdratlan
korlitossag: alulrol korlatos, feliilr6l nem korlatos
invertalhatésag: invertlhato: inverze az f': R§ — R, f1(x) = x? fiiggvény

A gyokfiiggvények folytonosak, differencidlhatdak, integralhatdak.
Példak négyzetgyokfiiggvényre:

fx)=x+1-2 fx)=—x+1+2

Y Y

1 N
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J)=Vl-x+2=—(x-1)+2 fx)==1-x-2=—/-(x-1)-2

Y Y

—

/

VIII. Alkalmazasok:

Hatvanyozas:

pore

PrimtényezGs felbontasban pozitiv egész kitevsjl hatvanyok, legnagyobb kozos osztd, legki-
sebb koz0os tobbszoros, osztok szama

Normalalakban: egyszertibb a kicsi és a nagy szdmokkal valé miiveletek elvégzése

A szamrendszerek felépitése a hatvdnyozason alapul

Mértani sorozat: a,, S,, kiszdmoladsa

Ismétléses varidciok szdma: nk

Hasonl6 testek felszinének aranya A%, térfogaténak ardnya A°
Kamatos kamat szdmitdsa

2

Négyzetes uttdérvény: s=—-¢

YIS

Radioaktiv bomlas
Meértékegységvaltas
Binomidélis eloszlas
Nevezetes azonossdgok

Gyokvonas:

Magasabb foku egyenletek megoldasa

Pitagorasz-tétel (négyzetre emelés, gyokvonds)

Mértani kozép (gydkvonas)

Magassig-, illetve befogététel (négyzetre emelés, gyokvonas)
Kocka élének vagy gomb sugardnak kiszdmoldsa a térfogatbdl

[ hosszusagu fondlinga lengésideje: T =27 \/z
8

h magassagbdl szabadon esd test sebessége: v=./2gh

Kamatos kamatndl a kamattényezd kiszdmitdsa
Harmonikus rezgdmozgas korfrekvencidjanak kiszamitisa

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Mar id6szamitasunk kezdetén ismerték kinai matematikusok a négyzetgyok €s kobgyok fo-
galmaét, a mai jelolésrendszere a XVI. szdzadban alakult ki.

A XIII. szézadi kinai matematikusok az egyenletet meg tudtdk oldani, azaz tetszdleges pozi-
tiv szambdl tudtak gy6kot vonni.

Oresmicus (1323-1382) francia matematikus foglalkozott el6szor a tortkitevSs hatvanyokkal.

Stifel (1487-1567) német matematikus irta le a nulladik és a negativ egész kitevdji hatva-
nyokat.
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