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6. A logaritmus fogalma és azonossagai. Az exponencialis
és a logaritmusfiiggvény. Az inverz fiiggvény

Vazlat:

I. A logaritmus definicidja
II. A logaritmus azonossigai
III. Exponencidlis fiiggvény, tulajdonsigai
IV. Logaritmusfiiggvény, tulajdonsagai
V. Inverz fiiggvény
VI. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:
I. A logaritmus definicija

Aza*=b (a>0,b>0, a+1)egyenlet megoldisakor az x kitevSt keressiik. Ennek az egyenletnek
az egyetlen megolddsa x = log,b.

DEFINICIO: A logaritmus a hatvdnyozés egyik forditott mivelete: log,b (a alapu logaritmus b) az
az egyetlen val6s kitevs, melyre a-t emelve b-t kapunk: a'°%? =b, (a>0, >0, a # 1), vagyis
log,b = c egyenértéki azzal, hogy a“ = b. (A kitevét fejezziik ki a hatvdnyalap és a hatvany-
érték ismeretében.)

Elnevezések: a = a logaritmus alapja, b = hatvanyérték.

A logaritmus alapjat azért valasztjuk pozitiv szdmnak, mert

* negativ alap esetén a tortkitevGs hatvany nem értelmezhetd.

* ha az alap O lenne, akkor a hatvanyérték barmilyen (0-t6l kiilonboz6) kitevdre 0, igy a ki-
tevSkeresés nem egyértelmd.

* ha az alap 1 lenne, a hatvanyérték a kitevs barmely értékére 1, igy sem egyértelm( a kite-
vGkeresés.

Ha a logaritmus alapja 10, akkor a jelolés: loggx = Igx. Ha a logaritmus alapja e, akkor ter-
mészetes alapu logaritmusrél besz€liink, igy a jelolés: log.x = Inx.

I1. A logaritmus azonossagai

TETEL: Szorzat logaritmusa egyenl§ a tényezdk logaritmusanak 6sszegével:
log,(x - y) =log,x + log,y, aholx, y>0,a>0,a=#1.
BIZONYITAS: A logaritmus definicidja alapjan:
x =al%%* és y=alo%y illetve x-y= a8 (x)
Nézziik az allitas bal oldalat:
log,(x-y)=log,(a'%¢* - g°2.y) = log,, a'°¢.**1o¢.y =log x+log, v,

az azonos alapu hatvanyok szorzésa és a logaritmus definicija miatt.
Igy a bizonyitandé 4llitas igaz.

TETEL: Tort logaritmusa megegyezik a szamlal6 és a nevezd logaritmusdnak kiilonbségével:

loga(ﬁ)zlogax—logay, aholx,y>0,a>0,a=+1.
y
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BIZONYITAS: A logaritmus definiciéja alapjan:
x=a%%* & y=a'e> illetve Z=qa \¥/.

Nézziik az allitas bal oldalat:

log, x

x)\_ a _ log, x—log,y — -
log, (;j = logam =log,a %8 %Y =]og, x—log,y,

az azonos alapu hatvanyok osztdsa és a logaritmus definici6ja miatt.
Igy a bizonyitand¢ allitas igaz.

TETEL: Hatvany logaritmusa az alap logaritmusénak és a kitevének a szorzata:
log,x* = k - log,x, ahol x>0, a>0,a# 1, k eR.
BIZONYITAS: A logaritmus definiciéja alapjan:

x=al%* illetve xk =qglog.*"
Nézziik az allitas bal oldalat:

k
log, x* =log, (qloz.x)" = log,a*1°2.* =k -log, x ,
a hatvdny hatvdnyozdsa és a logaritmus definicidja miatt.
Igy a bizonyitandé allitas igaz.
TETEL: Attérés mas alapi logaritmusra:

log,.b

logabz1 ,ahola, b,c>0,a,c#1.

og.a

BIZONYITAS: A logaritmus definiciéja alapjan: b = a'°2.” .
[rjuk fel: log, b =log, a'°%> =log, b-log a,
a logaritmus definici6ja és a hatvany logaritmusa miatt.
Kaptuk: log.b =log,b - log.a /: log.a # 0 a feltételek miatt.

. log,. b
Igy: log, b=—=5

c

. Ez a bizonyitando 4llit4s.

II1. Exponencialis fiiggvény

DEFINICIO: Az f: R — R, fix) = a* (a > 0) fiiggvényt exponencidlis fiiggvénynek nevezziik.
Az a =1 esetén az exponencidlis fliggvény konstans: flx) = 1" = 1.

Jellemzés:
A fiiggvény R >R, fix) = a”, g:R >R, g(x) =d”,
0 <a <1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa: 7 7
y= a* y =g¥
0<a<1 a>1
1 1
\ /
1 X 1 X
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értelmezési tartomanya:

valds szamok halmaza: R

valds szamok halmaza: R

fLR* >R, f(x) =log,x
(O<a<1)fiiggvény

értékkészlete: pozitiv valds szamok halmaza: pozitiv valds szdmok halmaza:
]R+ IR+

monotonitasa: szigoruan monoton cstkken szigorian monoton né

széls6értéke: nincs nincs

gorbiilete: alulrdl konvex alulrél konvex

zérushelye: nincs nincs

paritasa: nincs: nem paros, nem paratlan nincs: nem paros, nem pdratlan

korlitossag: alulrél korlatos, alulrdl korlatos,
feliilr6l nem korlatos feliilr6] nem korlatos

invertilhatésag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az

g R* >R, g7 '(x) =log,x
(1 < a) fiiggvény

Az exponencidlis fiiggvény folytonos, differencidlhatd, integralhato.

IV. Logaritmusfiiggvény

DEFINICIO: Az f: R* = R, f(x) = log,x, (a > 0, a # 1) fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R* > R, f(x) = log,x, g: R* > R, g(x) = log,x,
0 <a< 1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa:

y=log,x
O<a<1

y=log,x
a>1

értelmezési tartomanya:

pozitiv valds szdmok halmaza:

pozitiv valds szdmok halmaza:

fARSR, ' 0)=a"0<a<)
fliggvény

R* R*
értékkészlete: valés szamok halmaza: R valés szamok halmaza: R
monotonitasa: szigordan monoton csokken szigordan monoton né
szélsGértéke: nincs nincs
gorbiilete: alulrél konvex alulrél konkav
zérushelye: x=1 x=1
paritasa: nincs: nem paros, nem pdratlan nincs: nem paros, nem paratlan
korlatossag: nem korl4tos nem Korlatos
invertilhatdésag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az

ghR-SR, g x)=a"(1 <a)
fliggvény

A logaritmusfiiggvény folytonos, differencidlhatd, integralhato.
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Kapcsolat az exponencidlis és a logaritmusfiiggvények kozott:

0<a<l1 1<a

y=a* y=x.
O<a<At ‘

y=log,x
0<a<At

Az exponencidlis fiiggvény a # 1 esetén invertalhatd, inverze az f~': R* = R, f~!(x) = log,x; a > 0,
a # 1 logaritmusfiiggvény.

A logaritmusfiiggvény invertdlhat6, inverze az f: R - R, f!(x) =a*; a >0, a # 1 exponenciilis
fliggvény.

V. Inverz fiiggvény

DEFINICIO: Az f fiiggvény inverze a g fiiggvény, ha az f értelmezési tartomédnydnak minden x ele-
mére igaz, hogy f{x) eleme a g értelmezési tartomanydnak és g(f(x)) = x. Az inverz fliggvény
jelolése: g =f1.

Ha az f és a g fliggvények egymadsnak inverzei, akkor az f értelmezési tartomanya a g érték-
készlete, az f értékkészlete a g értelmezési tartomdnya.

Ha két fiiggvény egymdsnak inverzei, akkor grafikonjaik egymdsnak tiikkorképei az y =x
egyenletd egyenesre.

A definiciobdl kovetkezik, hogy csak a kolcsonosen egyértelm( fiiggvényeknek van inverze, azaz
egy fiiggvény pontosan akkor invertdlhatd, ha az értékkészlet minden eleme az értelmezési tarto-
many pontosan egy eleméhez van hozzarendelve.

Példaul: f: R — R*, f(x) = 2" fiiggvény és a g: R* > R, g(x) = log,x fliggvény egymas inverzei,
ugyanis g(f(x)) = log,2" = x, illetve f(g(x)) = 21°g2x, valamint az egyik fiiggvény értelmezési tarto-
manya a masik fiiggvény értékkészlete és viszont.

A nem kolcsondsen egyértelmd fiiggvényeknek nincs inverze. Ezek a fiiggvények gyakran az ér-

telmezési tartomdny sziikitésével invertdlhatova tehetSk.
Példaul:

1. A masodfoku fiiggvény értelmezési tartomanydnak sziikitésével invertalhato, ha f: IRB — R},
fx) = x2, akkor inverze a g: ]RB >R, g(x)=Vx .

y
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2. A szinuszfiiggvény inverze az értelmezési tartomanyédnak [—%,%} intervallumra val6 szi-

kitésén az arkuszszinuszfiiggvény.

y = arcsinx
.3 S s
2 y = sinx
Tl S/ 1
i i
2 - '
1 A
2

Inverz fiiggvény eldallitasa:
Egy kolcsonosen egyértelmi fiiggvény inverze algebrai tton elGéllithat6 a valtozok felcserélésével
a kovetkezd médon:

1. Az fix)=2x—3 fiiggvény inverzének elGallitisa: az y=2x—3 kifejezésben a valtozdkat

felcseréljiik: x = 2y — 3, majd ebbdl az egyenletbdl az y véltozét kifejezziik: y == "2_ 3, ebbdl

fi(x)= X '12' 3, ahol mindkét fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete a valds sza-

mok halmaza.
2. Az f(x)=~/x—-2—4 fiiggvény (ahol x =2, y = —4) inverzének eldallitasa:
az y=+/x—2—4 Kkifejezésben a valtozokat felcseréljiik: x=./y—2—4, majd ebbdl az

egyenletbd] az y véltozot kifejezziik: y = (x + 4)% + 2, ebb6l £ (x) = (x + 4)* + 2, (ahol x =4,
y=2).

V1. Alkalmazasok:

e A 2" =3 egyenlet megoldédsa logaritmussal

* Matematikai miveletek visszavezetése egyszertibb miveletek elvégzésére (szorzéds helyett
0sszeadds, hatvdnyozas helyett szorz4s)

* Kamatos kamat szdmitdsakor az alaptdke, az n-edik év végi téke, valamint kamattényezd
ismeretében az n meghatdrozasa:

‘o ‘o fo lgg
* Szamolas gépbe nem férd nagy szamokkal, pl.:

85200
X =130 = lgx=200-1g85-120-1g130 =132,21
x=1013221 =10132.10021 =1,6218-10132

* QGravit4cids er6térben a barometrikus magassagformuldban a levegd stirlisége a magassidggal
exponencidlisan csokken.

* A Richter-skdla (a foldrengés er8sségének miiszeres megfigyelésen alapulé mérészama a mag-
nitidod, amely a foldrengéskor a fészekben felszabadul6 energia logaritmuséval ardnyos).

* pH-érték: az oldatok szabad oxéniumion-koncentracidéjanak negativ 10-es alapi logaritmusa:
pH = —1g[H;0%]

» Exponencidlis fliggvény irja le: a radioaktiv izotépok bomlasat, az oldédas folyamatat, a kon-
denzétor feltdltédésének és kisiilésének folyamatat.
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A logaritmust Napier (1550-1617) sk6t matematikus taldlta ki, a logaritmus sz6t a logosz
(viszony) és az aritmosz (szdm) gorog szavakbol alkotta. ElsGsorban matematikai szdmitdsok
megkonnyitését segitd modszereket taldlt ki, igy a logaritmust, amely a csillagdszati szdmit4-
sokban bizonyult hasznosnak. Kepler hasznalta csillagiszati tabldzatai elkészitésekor.
Napier feltalélta a réla elnevezett szdmoldpalcakat, melyek segitségével a szorzas és az 0sz-
tds gyorsabban volt elvégezhetd. A trigonometrikus fiiggvények logaritmusdnak tablazatat is

elkészitette, tablazatdban a logaritmus alapja 1 volt.
e

* Biirgi (1552-1632) svéjci 6érdsmester és matematikus csillagaszati eszkozokkel is foglalko-
zott Kepler munkatdrsaként. Segitett Keplernek a csillagaszati szamitasokban, ehhez megal-
kotta az elsd logaritmustéblazatot.

* Az Oxfordi Egyetem tandra, Briggs (1561-1630) angol matematikus és Napier kézosen ki-
dolgoztik az elsé 10-es alapd, 8 jegyd logaritmustdbldzatot.

* Napier szdmoldpalcdibol az 1600-as években kifejlesztették a logarlécet, amelyet az 1970-es
évekig hasznéltak. A logarléc és a logaritmustdblazatok tobb szdz évig nélkiilozhetetlen esz-
kozei voltak a bonyolultabb szamitasokkal foglalkozé embereknek. Szerepiik csak az elekt-
romos szamologépek és a szamitégépek megjelenésével szlint meg fokozatosan.
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